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Alp 1 - WS 02/03 (Tutorium: Till Zoppke) Do 12

Monika Budde / Emrah Somay

Uebung 7
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Aufg. 1

a) Eine geschlossene Formel fiir
f :: Int -> Int
£f0=1 -— (1) Rekursionsverankerung
fn=sum [f x | x <= [0..(n-1)] ] -- (2)

als Funktion auf den natiirlichen Zahlen (f : N — N) ist f (n) = 2™

Beweis:

Wir zeigen zunichst durch Induktion iiber die Struktur des Arguments von sum, dal sum ys =
sum [f 1 | 1 <= [0..n]] fiirjede Funktion f: N »N die Funktion } ;- _, f (i) berechnet.
Dazu verwenden wir die vereinfachte Beschreibung von sum aus dem Tutorium:

sum :: [Int] -> Int

sum [] = 0 -- (3) Rekursionsverankerung

sum (x:xs) = xX + sum XS -—- (4)

Induktionsanfang (sum):
Seiys = [] = [f i | 1 <= [0..(=1)]].Dann gilt nach (3):

.....

Induktionsschritt (sum):

Sei die Behauptung iiber die Summenfunktion fiir eine Liste xs der Ldnge n mit xs = [f 1 |
i <= [0..n]] bereits bewiesen (Induktionsvoraussetzung). Dann gilt fiir jede Liste ys mit
ys = ( £f(n+l) : xs):

sum ys = sum ( f(n+l) : xs) = f(n+l) + sum xs (nach(4))
=f(ntl)+di=0...f(@) (nach Induktionsvorauss.)
=2i=0..n+1 £ (D)

Also gilt die Behauptung iiber die Summenfunktion fiir alle Listen der Form ys = [f i | i

<= [0..n]].

Jetzt konnen wir die eigentliche Behauptung zeigen (durch Induktion iiber n):

Induktionsanfang:
Sei n = 0. Dann gilt nach (1): f (n) =f(0)=1=2"=2%",

Induktionsschritt:

Sei die Behauptung fiir ein nyp € N und alle n € N, n < ng bereits bewiesen (Induktionsvoraus-
setzung). Dann gilt:

fn+1)=Yic0.nf()=Yic0.n2"' =1+ 1..,2"" (nach Induktionsvoraussetzung)

...............

= 14+Y-0. 012 =1+2"-1 (bekannte Formel; vgl. Bindrdarstellung)

.....

:2n :2(n+1)71: 2(n+1);1 O
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b) eine geschlossene verbale Beschreibung fiir

f :: String -> String

£ [l = 1] -- (1)

f (x:xs) = if x == "a’ then fs else x:fs -- (2)
where fs = f xs -— (3)

ist ,,entferne alle Vorkommen von ” a’ in dem Argument-String yvs und gib das Resultat aus®.
Beweis (durch Induktion iiber die Struktur von ys):

Induktionsanfang:
Sei ys = [].Dann gilt nach (1):
£ [] = [] = ‘dieleere Liste nach dem Entfernen aller Vorkommen von ' a’ ’

Induktionsschritt:
Sei die Behauptung fiir eine Liste xs bereits bewiesen (Induktionsvoraussetzung) und sei ys =
x :xs. Dann gilt:
Fall 1: x=="a’, also
f (x:xs) = fs = f xs (nach (2) und (3))

2

= ‘xs nach dem Entfernen aller Vorkommen von ’ a’ (nach Induktionsvoraussetzung)

= ‘ys nach dem Entfernen aller Vorkommen von " a’ ’
Fall 2: x /="a’, also
f (x:xs) = x:(f xs) (nach (2) und (3))
= ‘x angehdngt an xs nach dem Entfernen aller Vorkommen von " a’ in xs °’
(nach Induktionsvoraussetzung)

2

= ‘ys nach dem Entfernen aller Vorkommen von ’ a’ O
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Aufg. 2: strukturelle Induktion iiber Listen

a) Behauptung: length (reverse xs) = length xs
Beweis:
Zunichst stellen wir die benotigten Definitionen zusammen (die Definition des Listenkonstruk-
tors ,,:““ und die der Addition sowie die Gesetze zur Addition benutzen wir stillschweigend):
Def.: length :: [a] -> Int

length [] = 0 -- (lgl)
length( :xs) = 1 + length xs -- (1g2)
reverse :: [a] —-> [a]

reverse [] = [] -—- (rl)
reverse (x:xXs) = (reverse xs) ++ [x] —-- (r2)
(++) :: [a] -> [a] -> [a]

[] ++ ys = ys -— (consl)

(x:xs) ++ ys = x : (xs ++ ys) -— (cons?2)
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Wir beweisen zunéchst (durch strukturelle Induktion), daB fiir alle Listen xs, ys (vom gleichen
Typ) gilt:
(*) length (xs ++ ys) = (length xs) + (length ys)

Induktionsanfang:

Sei ys irgendeine Liste. Dann gilt fiir xs =[] :

length (xs ++ ys) = length ([] ++ ys) = length (ys) (nach (consl))
=0 + (length ys) = (length []) + (length ys) (nach (Ig 1), riickwirts)
= (length xs) + (length ys)

Induktionsschritt:

Sei die Behauptung length (zs ++ ys) = (length zs) + (length ys) fiir eine Liste zs und alle Listen ys
vom Typ der Liste zs bewiesen (Induktionsvoraussetzung). Dann folgt fiir xs = (z:zs):

length (xs ++ ys) = length ((z:zs) ++ ys) = length (z: (zs ++ys)) (nach (cons2))

=1+ length (zs ++ ys) (nach (1g2))
=1 + (length zs) + (length ys) (nach Induktionsvorauss.)
= (length(z:zs)) + (length ys) (nach (1g2), riickwarts)

Jetzt konnen wir durch strukturelle Induktion beweisen: length (reverse xs) = length xs.

Induktionsanfang:

xs =[] = length (reverse xs) = length (reverse []) = length ([]) (nach (r1))
= length xs

Induktionsschritt:

Sei die Behauptung fiir eine Liste ys bewiesen. Sei xs eine Liste mit xs = (y:ys). Dann gilt:
length (reverse xs) = length (reverse (y:ys)) = length( ( reverse ys) ++ [y] ) (nach (12))

= (length(reverse ys)) + (length [y]) (nach (*))

= (length ys) + (length [y]) (nach Ind.vorauss.)
= (length [y]) + (Iength ys) = length ([y] ++ ys) (nach (*))

= length((y:[]) ++ ys) = length (y : ([] ++ ys) ) (nach (cons2))

= length (y:ys) (nach (consl))

= length xs O

b) Behauptung: entf xs = entf (entf xs),

wobei gilt: elem2 :: Char -> String -> Bool
elemz2  [] = False
elem?2 x (y:ys) =x ==y || (elem2 x ys)
entf :: String -> String
entf [] = [] -— (entf3)
entf (c:cs)
lelem2 c "aeioudBUAEIOUAOU" = entf cs -- (entf2), c Vokal

|otherwise = c : entf cs -— (entf3)
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Beweis (durch strukturelle Induktion):
Induktionsanfang:
xs =[] = entf (entf []) = entf [] (nach (entf1))

Induktionsschritt:
Sei die Behauptung fiir eine Liste ys bewiesen (Induktionsvoraussetzung). Dann folgt fiir jede
Liste xs = (y:ys) :
Fall 1: y ist Vokal, d.h. elem2 y "aeioud6iAEIOUAOQU", also

entf (entf xs) = entf (entf (y:ys)) = entf (entf ys) (nach (entf2))

=entfys (nach Induktionsvoraussetzung)
Fall 2: y ist kein Vokal, d.h. der Fall otherwise ist anzuwenden (zweimal), also

entf (entf xs) = entf (entf(y:ys)) = entf (y: entfys)  (nach (entf3))

= y:entf (entf ys) (nach (entf3))

=y:entf'ys (nach Induktionsvoraussetzung)

= entf (y:ys) (nach (entf3), riickwirts)

= entf xs O
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Aufg. 3

a) Haskell-Programm: berechnete Funktion

f :: Int -> Int

f0=1 -— (1) Rekursionsverankerung
fn=4%* f(n-2) -— (2)

Dieses Programm terminiert fiir alle geraden natiirlichen Zahlen (einschlieBlich 0). Fiir eine ungera-
de natiirliche Zahl und fiir negative Zahlen terminiert das Programm nicht, d.h. die Rekursions-
verankerung wird nie erreicht: Fiir negative Zahlen # ist dies offensichtlich (n-2 =—|n|-2<n<0).
Fiir ungerade natiirliche Zahlen n gilt: Es gibt eine natiirliche Zahl m mit n =2*m + 1. Damit folgt:
fn=f2*m+1)=@*..*H* () =li-1..n4)* 1) =(Li=1..m1 4) * f(=1)

H_J

m-mal
Also terminiert f auch fiir ungerade natiirliche Zahlen nicht.

Das Programm berechnet die partielle Funktion f: N — N, f(n) = 4" falls n gerade, undefiniert
sonst.
Beweis (durch Induktion iiber n):

Induktionsanfang:
Sei n = 0. Dann gilt nach (1): f(n) = £(0) =1 =4°,

Induktionsschritt:
Sei die Behauptung fiir eine gerade natiirliche Zahl n bereits bewiesen (Induktionsvoraussetzung).
Dann ist die ndchstgroBere gerade natiirliche Zahl n + 2. Fiir n + 2 gilt:

f(n+2)=4*f(n)=4*4" (nach Induktionsvoraussetzung)
_ 412 _ g 12
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b) Haskell-Funktion: Anfangsstiick eines Strings

Programm und Definitionsbereich: s. Listing

Korrektheitsbeweis (durch Induktion iiber die Struktur des 2. Arguments, mit den Bezeichnungen
und Zeilennummern aus dem Listing):

Seien x und xs ein Argumentpaar, fiir das anfVor definiert ist (d.h.: wenn xs eine unendliche Liste
ist, dann kommt X in xs vor).

Induktionsanfang:

Fall 1: Sei xs == []. Dann gilt: anfVor x xs = anfVor x [] =[] fiir jedes Element x (nach (1)).

Fall 2: Sei xs /=[], also xs = y:ys flir einen String ys und ein Element y, und x ==y. Dann gilt:
anfVor x xs = anfVor x (y:ys) = [x] (nach 2).

Induktionsschritt:

Sei die Korrektheit von anfVor fiir einen String ys und ein Element x bereits bewiesen

(Induktionsvoraussetzung). Dann gilt fiir xs = (y:ys) :

Fall 1: x ==y. Dann gilt: anfVor x xs = anfVor x (y:ys) = [X] (nach (2); ys irrelevant).

Fall 2: x /=y, x kommt in ys vor: anfVor x xs = anfVor x (y:ys) =y: (anfVor x ys) (nach (3)). Dies
ist korrekt, da anfVor x ys nach Induktionsvoraussetzung korrekt ist.

Fall 3: x /=y, x kommt in ys nicht vor: anfVor x xs = [] (nach (4)). O
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