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Aufgabe 29
b)

Beweisen Sie, dass in einem vollen bindren Baum mit n Blattern auf Tiefe [y, ...,[, die folgende Gleichung

gilt:
dohi=1
i=1

Ich definiere die Funktion f : Knoten — N wie folgt:
f(K) =27 falls K ist ein Blatt

f(K) = f(K1) + f(K>) falls K kein Blatt
wobei K; und Kj die beiden Kinder von K sind und ¢x die Tiefe von K.

Annahme: Fiir jeden Knoten K in einem vollen biniiren Baum gilt: f(K) = 27t

Beweis durch Induktion iiber die Tiefe t:

Induktionsanker:

Falls K ein Knoten mit maximaler Tiefe ist, dann ist K ein Blatt und die Annahme trifft per Definition zu.
Induktionsschritt t — t — 1:

e Falls der Knoten K, ein Blatt ist: f(K;) =2~ (per Definiton)

e Ansonsten ist K; ein innerer Knoten: Da es sich um einen vollen bindren Baum handelt, hat K; genau
zwel Kinder. K; hat die Tiefe ¢t und seine beiden Kinder K; und K3 haben die Tiefe tx, =tx, =t+1.
Nach Induktionsannahme folgt daher:

F(K) = fEQ) + f(K2) =27 4270 = 2. 27 = 27
Somit ist die Annahme bewiesen!

Diese Funktion kann nun verwendet werden um g = Y"1, 2% zu berechnen. Die Wurzel W hat die Tiefe 0:
fvy =20 =1

Die Funktion f beschreibt das selbe wie g: Es wird fiir jedes Blatt auf der Tiefe I; der Wert 2% zu der Summe
addiert. Anstatt dies als Summe zu schreiben, kann es natiirlich wie in der Definition von f auch rekursiv
geschehen. Der Wert der Blitter wird ebenfalls mit 274 festgesetzt (f(K) = 27'%) und das Addieren aller
Bldtter wird rekursiv tiber alle Knoten bis zur Wurzel durchgefiihrt.

Die beiden Funktionen f und g liefern also fiir die Wurzel eines Baumes den selben Wert!
f(W) =1 ebenso wie die Annahme, dass Y, 27% = 1 ist. Damit ist auch diese Annahme bewiesen. q.e.d.



Aufgabe 33

Geben Sie ein Beispiel eines 2-3-Baums mit Hohe A = 6 an, bei dem man ein Element entfernen kann, sodass
man mit dem Umbau des Baumes in Tiefe 4 authéren kann, aber dennoch den gesamten Weg zur Wurzel
durchlaufen muss, um die Schliissel richtigzustellen.

Wenn in dem angegebenem Baum das Element 100 geloscht werden soll, muss bis zur Tiefe 4 die Struktur
des Baums umgebaut werden. Allerdings muss der gesamte Weg bis zur Wurzel durchlaufen werden, da sogar
noch der Schliissel in der Wurzel richtig gestellt werden muss:
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